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Bakalaureusetöö on Banachi ruumide geomeetria alane uurimus funktsionaalanalüüsi
valdkonnast. Töö on suures osas referatiivne, selle aluseks on hiljutine teadusartikkel
[HLLN], milles uuritakse sümmeetrilist tugevat diameeter-2 omadust. Bakalaureusetöö
eesmärgiks oli esitada koos üksikasjaliku tõestusega [HLLN] teoreemid 2.1, 3.1 ja teoree-
mi 5.6 osad (a) ja (b). Vastavalt on liigendatud ka bakalaureusetöö kolmeks peatükiks.
Artiklis [HLLN] on teoreemi 5.6 (b) tõestus esitamata, on vaid viidatud, et see tõestus
on sarnane [BLR] vastava tulemuse tõestusega. Meie analüüs näitas, et [BLR, teoreem
2.4] tõestus ei ole siiski üle kantav [HLLN] juhule. Bakalaureusetöös tõestame [HLLN,
teoreem 5.6 (b)] arendades sobivalt [HLLN, teoreem 5.6 (a)] tõestuse ideed.
Vaatleme vaid mittetriviaalseid reaalseid Banachi ruume. Kasutatud tähistused on
standardsed. Banachi ruumi X kinnist ühikkera, ühiksfääri ja kaasruumi tähistame vas-
tavalt BX , SX ja X˚. Nõrka topoloogiat tähistame sümboliga w. Elemendi x P X w-
ümbruste baasiks sobib kogum, mis koosneb kõikidest hulkadest kujul
Upx,A, εq “ ty P X
ˇˇˇ
|x˚px´ yq| ă ε @x˚ P Au,
kus H ‰ A Ă SX˚ on lõplik ja ε ą 0 (vt nt [M, lk 213]).
Banachi ruumi X ühikkera BX viiluks nimetatakse mis tahes hulka
Spx˚, εq “ tx P BX | x˚pxq ą 1´ εu,
kus x˚ P SX˚ ja ε ą 0. Kaasruumi X˚ ühikkera viilu Spx, αq nimetatakse w˚-viiluks, kui
x P SX .
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1 Sümmeetrilise tugeva diameeter-2 omaduse mõiste ja
samaväärsed tingimused
Selle peatüki eesmärk on tuua töösse sisse sümmeetrilise tugeva diameeter-2 omaduse
mõiste ja üksikasjalikult esitada [HLLN, teoreem 2.1] tõestus. Viimane tulemus annab neli
samaväärset tingimust selleks, et Banachi ruumil oleks sümmeetriline tugev diameeter-2
omadus.
Definitsioon 1.1. Banachi ruumil X on sümmeetriline tugev diameeter-2 omadus (lü-
hemalt SSD2-omadus), kui iga ε ą 0 ja BX viilude S1, . . . , Sn pn P Nq korral leiduvad
x1 P S1, . . . , xn P Sn ja y P BX nii, et ‖y‖ ą 1´ ε ja
xi ˘ y P Si @i P t1, . . . , nu.
On teada, et klassikalistest Banachi ruumidest on näiteks Cr0, 1s, c, c0 ja `8 on SSD2-
omadusega, kuid näiteks L1r0, 1s ei ole.
Näide 1.2. Banachi ruumil c on SSD2-omadus.
Põhjendus. Näitame seda SSD2-omaduse definitsiooni kohaselt. Olgu ε ą 0. Vaatleme
Bc viile S1 :“ Spf1, α1q, . . . , Sn :“ Spfn, αnq, kus fi “ pµikq8k“1 P S`1 pi P t1, . . . , nuq.
Otsime elemente x1 P S1, . . . , xn P Sn ja y P Bc nii, et ‖y‖ ą 1´ ε ja
xi ˘ y P Si @i P t1, . . . , nu.
Valime m P N nii, et
mÿ
k“1
|µik| ą 1´ αi2 @i P t1, . . . , nu.
Võtame xi “ psgnµi1, . . . , sgnµim, 0, 0, . . . q ja y “ p0, . . . , 0loomoon
m




|µi1| ą 1´ αi2 , ‖y‖ “ 1 ą 1´ ε ja xi ˘ y P Si, sest
fipxi ˘ yq “
mÿ
k“1
|µik| ˘ µim`1 ě
mÿ
k“1










|µik| ă 1´ p1´ αi{2q “ αi{2.
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Näide 1.3. Banachi ruumil L1r0, 1s pole SSD2-omadust.
Põhjendus. Näitame seda SSD2-omaduse definitsiooni kohaselt. Olgu 0 ă ε ă 1{2. Vaat-

































Oletame vastuväiteliselt, et Banachi ruumil L1r0, 1s on SSD2-omadus. Seega leiduvad
x P S pf, ε{6q, y P S pg, ε{6q ja z P BL1r0,1s nii, et x ˘ z P S1, y ˘ z P S2 ja ‖z‖ ą 1 ´ ε.
























1 ě ‖x˘ z‖ “
ż 1
0


























































































































































´ ε ą 1.
Seega Banachi ruumil L1r0, 1s pole SSD2-omadust.
Teoreem 1.4 ([HLLN, teoreem 2.1]). Olgu X Banachi ruum. Järgnevad väited on sa-
maväärsed.
(a) Banachi ruumil X on SSD2-omadus.
(b) Iga ε ą 0 ja BX viilude kumerate kombinatsioonide C1, . . . , Cn pn P Nq korral
leiduvad x1 P C1, . . . , xn P Cn ja y P BX nii, et ‖y‖ ą 1´ ε ja
xi ˘ y P Ci @i P t1, . . . , nu.
(c) Iga ε ą 0 ja mittetühjade BX suhtes w-lahtiste alamhulkade U1, . . . , Un pn P Nq
korral leiduvad x1 P U1, . . . , xn P Un ja y P BX nii, et ‖y‖ ą 1´ ε ja
xi ˘ y P Ui @i P t1, . . . , nu.
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(d) Iga ε ą 0, x1, . . . , xn P SX pn P Nq ja nende punktide ning nullpunkti (BX suhtes) w-
ümbruste Upx1q, . . . , Upxnq, Up0q korral leiduvad y1 P Upx1qXSX , . . . , yn P UpxnqX
SX ja z P Up0q X SX nii, et
‖yi ˘ z‖ ă 1` ε @i P t1, . . . , nu.
(e) Iga x1, . . . , xn P SX pn P Nq korral leiduvad SX elementide pered px1αqαPA, . . . , pxnαqαPA




∥∥xiα ˘ yα∥∥ ÝÝÑ
αPA 1 @i P t1, . . . , nu.
Tõestus. paq ñ pbq. Eeldame, et Banachi ruumil X on SSD2-omadus. Olgu ε ą 0 ja
olgu C1, . . . , Cn ühikkera BX viilude kumerad kombinatsioonid, täpsemalt olgu Ci viilu-








j. Vaatleme korraga kõiki esinevaid viilusid
S11 , . . . , S
1
m1
, . . . , Sn1 , . . . , S
n
mn . SSD2-omaduse mõiste kohaselt leiduvad x
i
1 P Si1, . . . , ximi P
Simi (i P t1, . . . , nu) ja y P BX nii, et }y} ą 1´ ε ja
xij ˘ y P Sij @i P t1, . . . , nu, @j P t1, . . . ,miu.










j “ Ci ja

















pbq ñ pcq on Bourgaini lemma (vt nt [L, lemma 2.14]) põhjal ilmne, sest see tulemus
ütleb, et iga mittetühi BX suhtes w-lahtine hulk sisaldab mingit BX viilude kumerat
kombinatsiooni.
pcq ñ pdq. Kehtigu tingimus pcq. Olgu ε ą 0 ja x1, . . . , xn P SX . Vaatleme nullpunkti
ja punktide x1, . . . , xn w-ümbrusi Up0q, Upx1q, . . . , Upxnq (ühikkeras BX). Nõrga topo-
loogia mõiste kohaselt leiduvad ε0, ε1, . . . , εn ą 0 ja mittetühjad lõplikud alamhulgad
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A0, A1, . . . , An Ă SX˚ nii, et
Up0, A0, ε0q :“ tx P BX
ˇˇˇ
|x˚pxq| ă ε0 @x˚ P A0u Ă Up0q,
Upxi, Ai, εiq :“ tx P BX
ˇˇˇ
|x˚px´ xiq| ă εi @x˚ P Aiu Ă Upxiq @i P t1, . . . , nu.
Üldisust kitsendamata võime eeldada, et ε0, ε1, . . . , εn ď ε ă 1. Olgu x˚1 , . . . , x˚n P SX˚



































Siis U0, U1, . . . , Un on mittetühjad BX suhtes w-lahtised hulgad. Tingimuse pcq kohaselt
saame leida u0 P U0, u1 P U1, . . . , un P Un ja v P BX nii, et ‖v‖ ą 1´ ε0{2, u0 ˘ v P U0 ja
ui ˘ v P Ui @i P t1, . . . , nu.
Tähistame iga i P t1, . . . , nu korral yi :“ ui{‖ui‖. Näitame, et yi P Upxiq. Kuna ui P
Spx˚i , εi{2q, siis ‖ui‖ ą 1´ εi{2, mistõttu
‖yi ´ ui‖ “
∥∥∥∥ ui‖ui‖ ´ ui








Järelikult yi P Upxi, Ai, εiq, sest iga x˚ P Ai korral
|x˚pyi ´ xiq| “ |x˚pyi ´ ui ` ui ´ xiq| “ |x˚pyi ´ uiq ` x˚pui ´ xiq| ď






Kuna u0 ˘ v P U0, siis ilmselt ka ´pu0 ˘ vq P U0. Hulga U0 kumeruse tõttu
v “ 1
2
p´u0 ` vq ` 1
2
pu0 ` vq P U0.
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Tähistame z :“ v{ ‖v‖. Siis z P Up0q, sest x˚ P A0 korral saame ‖v‖ ą 1´ ε0{2 abil
|x˚pxq| “ 1‖v‖x
˚pvq ă ε0{2
1´ ε0{2 ď ε0.
Lõpetuseks paneme tähele, et
‖yi ˘ z‖ “ ‖yi ´ ui ` ui ˘ v ¯ v ˘ z‖






pdq ñ peq. Eeldame, et kehtib tingimus pdq. Olgu x1, . . . , xn P SX . Olgu A kõigi selliste
järjendite pU1, . . . , Un, U, εq hulk, kus Ui (i P t1, . . . , nu) ja U on vastavalt ühikkera BX
suhtes punkti xi ja nullpunkti w-ümbrused ning ε ą 0. Hulk A on suunatud hulk, kui
temas defineerida osaline järjestus
pU1, . . . , Un, U, εq ĺ pU 11, . . . , U 1n, U 1 , ε1q
parajasti siis, kui U
1
1 Ă U1, . . . , U 1n Ă Un, U 1 Ă U ja ε1 ď ε. Tingimuse pdq põhjal saame
iga α “ pU1, . . . , Un, U, εq P A korral leida y1α P U1XSX , . . . , ynα P UnXSX ja zα P U XSX
nii, et ∥∥yiα ˘ zα∥∥ ă 1` ε @i P t1, . . . , nu.





∥∥yiα ˘ zα∥∥ ÝÝÑ
αPA 1 @i P t1, . . . , nu.
Põhjendame siinkohal ainult, et zα
wÝÑ 0 (analoogiliselt on võimalik näidata, et yiα wÝÑ xi
ja
∥∥yiα ˘ xα∥∥ ÝÝÑ
αPA 1). Olgu W punkti 0 w-ümbrus. Tähistame U :“ W XBX . Fikseerime
vabalt α0 “ pU1, . . . , Un, U, εq P A. Siis iga α0 ĺ α (α P A) korral ilmselt zα P U . Seega
zα
wÝÑ 0.
peq ñ paq. Eeldame, et kehtib tingimus peq. Olgu ε P p0, 1q ja vaatleme BX viilusid
S1 :“ Spx˚1 , α1q, . . . , Sn :“ Spx˚n, αnq. Valime δ ą 0 nii, et
1
1` δ ą 1´ ε ja
1´ 2δ
1` δ ą 1´ αi @i P t1, . . . , nu.
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Fikseerime vabalt x1 P SX X Spx˚1 , δq, . . . , xn P SX X Spx˚n, δq.





∥∥yiα ˘ zα∥∥ ÝÝÑ
αPA 1 @i P t1, . . . , nu.
Valime α P A nii, et iga i P t1, . . . , nu korral
yiα P Spx˚i , δq, |x˚i pzαq| ă δ ja
∥∥yiα ˘ zα∥∥ ď 1` δ.
Tähistame y1 :“ y1α{p1 ` δq, . . . , yn :“ ynα{p1 ` δq ja z :“ zα{p1 ` δq. Siis yi P Si ja
yi ˘ z P Si, kusjuures ‖z‖ ą 1´ ε. Tõepoolest,
‖yi‖ “ 1
1` δ
∥∥yiα∥∥ “ 11` δ ď 1, ‖z‖ “ 11` δ ‖zα‖ “ 11` δ ą 1´ ε,
x˚i pyq “ 11` δx
˚
i pyiαq ą 11` δ p1´ δq ą 1´ αi,
x˚i pyi ˘ zq “ 11` δx
˚
i pyiα ˘ zαq ě 11` δ
`
x˚i pyiαq ´ |x˚i pzαq|
˘
ą 1
1` δ p1´ δ ´ δq ą 1´ αi.
Näide 1.5 ([HLLN, näide 2.2]). Banachi ruumil Cr0, 1s on SSD2-omadus.
Põhjendus. Kasutame teoreemi 1.4 osa peq. Olgu f1, . . . , fn P SCr0,1s. Valime a ą 0 ja
punktid t1, . . . tn P r0, 1s nii, et 2a{n ă 1 ja |fiptiq| “ 1. Kuna
R :“ r0, 1sz
nď
i“1
rti ´ α, ti ` αs ­“ ∅,
siis R sisaldab paarikaupa lõikumatuid vahemikke U1, U2, . . . . Olgu g1, g2, . . . P SCr0,1s
sellised, et gk ě 0 ja supppgkq Ă Um. Siis pgkq8k“1 on tõkestatud jada, mis koondub
punktiviisi elemendiks 0, seega gk
wÝÑ 0 (Banachi ruumis Cr0, 1s koondub tõkestatud jada
nõrga topoloogia suhtes parajasti siis, kui see jada koondub punktiviisi, vt nt [HHZ, ül
13, lk 54]).
Defineerime iga i P t1, . . . , nu ja k P N korral hi,k “ p1 ´ gkqfi P Cr0, 1s, st hi,k : t ÞÑ`
1´gkptq
˘
fiptq. Siis hi,k wÝÑ fi, ‖hi,k‖ “ 1 ja ‖hi,k ˘ gk‖ “ 1, sest |hi,kptiq| “ |hi,k˘gkptiq| “
1.
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2 Absoluutse normaliseeritud normiga kahe Banachi
ruumi otsesumma sümmeetriline tugev diameeter-2
omadus
Vektorruumi R2 normi N nimetatakse absoluutseks, kui
Npa, bq “ Np|a|, |b|q @pa, bq P R2,
ja normaliseerituks, kui
Np0, 1q “ Np1, 0q “ 1.
On teada, et vektorruumi R2 norm N on absoluutne parajasti siis, kui ta on monotoonne,
st
p|a|, |b|q ď p|c|, |d|q ùñ Npa, bq ď Npc, dq @pa, bq, pc, dq P R2.
Kui X ja Y on Banachi ruumid ja N on absoluutne normaliseeritud R2 norm, siis X‘N Y
tähistab otsesummat X ‘ Y , mis on varustatud normiga ‖¨‖N , kus
‖px, yq‖N “ Np‖x‖ , ‖y‖q @px, yq P X ˆ Y.
Erijuhul, kui Np‖x‖ , ‖y‖q “ maxt‖x‖ , ‖y‖u, kirjutatakse X ‘N Y asemel X ‘8 Y . Mär-
gime, et on teada, et pX ‘N Y q˚ “ X˚ ‘N˚ Y ˚, kus
N˚pc, dq “ max
Npa,bqď1
p|ac| ` |bd|q @pc, dq P R2.
Teoreem 2.1 ([HLLN, teoreem 3.1 (a)]). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Banachi ruum
X ‘8 Y on SSD2-omadusega parajasti siis, kui X või Y on SSD2-omadusega.
Tõestus. Eeldame esmalt, et korrutisruumi Z :“ X ‘8 Y ühel teguril on SSD2-omadus,
olgu näiteks Banachi ruumil X on SSD2-omadus (tõestus on sarnane, kui eeldada, et
SSD2-omadus on Banachi ruumil Y ). Olgu ε ą 0 ja W1, . . . ,Wn mittetühjad BZ suhtes
w-lahtised hulgad. Fikseerime iga i P t1, . . . , nu korral punkti pui, viq P Wi. Kuna korrutis-
ruumi nõrk topoloogia on tegurite nõrkade topoloogiate korrutistopoloogia, siis leiduvad
BX suhtes w-lahtised U1, . . . , Un ja BY suhtes w-lahtised V1, . . . , Vn nii, et
pui, viq P Ui ˆ Vi Ă Wi.
Eelduse järgi on Banachi ruumil X SSD2-omadus, seega leiduvad teoreemi 1.4 (c) põhjal
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x1 P U1, . . . , xn P Un ja u P BX nii, et ‖u‖ ą 1´ ε ja
xi ˘ u P Ui @i P t1, . . . , nu.
Tähistame zi :“ pxi, viq ja z :“ px, 0q. Siis zi ˘ z P Wi ja ‖z‖8 “ ‖u‖ ą 1´ ε, nagu vaja.
Eeldame nüüd, et Banachi ruumil Z :“ X ‘8 Y on SSD2-omadus. Oletame vastuväi-
teliselt, et kummalgi teguril ei ole SSD2-omadust. See tähendab, et
(a) leiduvad ε ą 0 ja mittetühjad BX suhtes w-lahtised U1, . . . , Un nii, et iga x1 P
U1, . . . , xn P Un ja x P BX , ‖x‖ ą 1 ´ ε, korral leidub mingi i0 P t1, . . . , nu nii, et
xi0 ` x R Ui0 või xi0 ´ x R Ui0 ,
ja
(b) leiduvad δ ą 0 ja mittetühjad BY suhtes w-lahtised V1, . . . , Vm nii, et iga y1 P
V1, . . . , ym P Vm ja y P BY , ‖y‖ ą 1 ´ δ, korral leidub mingi j0 P t1, . . . ,mu nii, et
yj0 ` y R Vj0 või yj0 ´ y R Vj0 ,
Tähistame iga i P t1, . . . , nu ja j P t1, . . . ,mu korral Wij :“ Ui ˆ Vj. Siis on iga Wij
ühikkera BZ suhtes w-lahtine ning eelduse järgi peaks pxi0 , yj0q P Wi0j0 jaoks leiduma
px, yq P BZ nii, et
pxi0 , yj0q ˘ px, yq P Wi0j0 ja ‖px, yq‖8 ą 1´max tδ, εu,
mis on aga eelneva arutelu põhjal võimatu.
Teoreem 2.2 ([HLLN, teoreem 3.1 (b)]). Olgu X ja Y mittetriviaalsed Banachi ruumid
ning olgu N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumil R2. Kui Np1, 1q ą 1, siis
Banachi ruumil X ‘N Y ei ole SSD2P-d.
Tõestus. Olgu a P p0, 1q selline, et Npa, aq “ 1. Kuna Npa, 1q ą 1 ja Np1, aq ą 1, siis
leidub ε ą 0 nii, et
(a) kui Npb, cq ď 1 ja b ą 1´ ε, siis c ă a´ ε,
(b) kui Npb, cq ď 1 ja c ą 1´ ε, siis b ă a´ ε.
Tähistame Z :“ X ‘N Y . Vaatleme BZ kahte viilu S1 :“ Sppx˚, 0q, εq ja S2 :“
Spp0, y˚q, εq, kus x˚ P SX˚ ja y˚ P SY ˚ . Oletame vastuväiteliselt, et Banachi ruumil Z
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on SSD2-omadus. See tähendab, et leiduvad z1 “ px1, y1q P S1, z2 “ px2, y2q P S2 ja
w “ pu, vq P BZ nii, et
z1 ˘ w P S1, z2 ˘ w P S2 ja ‖w‖ ą 1´ ε.
Siit saame, et
1´ δ ă px˚, 0qpz1 ˘ wq “ x˚px1 ˘ uq ` 0py1 ˘ vq “ x˚px1 ˘ uq,
millest järeldub, et ‖x1 ˘ u‖ ą 1 ´ ε. Analoogiliselt ‖y2 ˘ v‖ ą 1 ´ ε. Järelikult saame
punktide (a) ja (b) põhjal





‖y1 ` v‖` ‖y1 ´ v‖
¯
ă a´ ε.
Analoogiliselt ‖u‖ ă a´ ε. Seega
1´ ε ă ‖w‖ “ Np‖u‖ , ‖v‖q ď Npa´ ε, a´ εq
ď N
´
p1´ εqa, p1´ εqa
¯




3 Lipschitzi funktsioonide ruumi ˚-nõrk sümmeetriline
tugev diameeter-2 omadus
Selles paragrahvis on eesmärgiks näidata, et Lipschitzi funktsioonide ruumil Lip0pMq on
w˚-SSD2-omadus juhul, kui meetriline ruum M on tõkestamata, st suptdpx, yq | x, y P
Mu “ 8, või kui meetrilises ruumis M on inftdpx, yq | x, y P M, x ‰ yu. Artiklis
[HLLN] on vastava tulemuse tõestus antud juhul, kui M on tõkestamata ning teise juhu
kohta on väidetud, et tõestus on sisuliselt sama nagu sarnase tulemuse [BLR, teoreem
2.4] tõestus w˚-SD2-omaduse kohta. Täpsem analüüs näitab, et kahjuks ei ole [BLR,
teoreem 2.4] tõestus üle kantav w˚-SSD2-omaduse juhule. Allpool esitatud tõestuse ideeni
jõudsime tõkestamata meetrilise ruumi juhu tõestuse idee analüüsimisel. Alustame sellest,
et selgitame, mis on w˚-SSD2-omadus ja mis on Lipschitzi ruum Lip0pMq.
Olgu pM,dq meetriline ruum. Fikseerime vabalt ühe punkti 0 P M . Lip0pMq on Ba-
nachi ruum, mille elementideks on kõik sellised Lipschitzi funktsioonid f : M Ñ R, et
0 ÞÑ 0, ja mille norm on } ¨ }L, kus f P Lip0pMq korral on }f}L vähim Lipschitzi konstant
L, et
|fpxq ´ fpyq| ď L ¨ dpx, yq @x, y PM.
Iga x P M korral olgu δx P pLip0pMqq˚ defineeritud seosega δpfq “ fpxq. Tähistame
Mˆ “ tδx | x PMu. On teada, et
´
spanpMˆq
¯˚ “ Lip0pMq (vt nt [GK]).
Lause 3.1. Olgu X Banachi ruum ning Y tema kõikjal tihe alamruum. Järgnevad väited
on samaväärsed:
(a) Banachi ruumil X˚ on w˚-SSD2-omadus,
(b) iga ε ą 0 ja BX˚ w˚-viilude S1, . . . , Sn pn P Nq korral, kus Si “ Spyi, αiq ja yi P SY ,
leiduvad x˚1 P S1, . . . , x˚n P Sn ja y˚ P BX˚ nii, et ‖y˚‖ ą 1´ ε ja
x˚i ˘ y˚ P Si @i P t1, . . . , nu.
Tõestus. paq ñ pbq on ilmne w˚-SSD2-omaduse definitsiooni põhjal.
pbq ñ paq. Olgu ε ą 0 ja S1, . . . , Sn ühikkera BX˚ suvalised w˚-viilud, kus Si “
Spxi, αiq. Kuna Y on kõikjal tihe alamruum, siis leiduvad yi P SY nii, et ‖xi ´ yi‖ ă αi{2.
Tingimuse pbq kohaselt leiduvad x˚1 P S1 py1, α1{2q , . . . , x˚n P Sn pyn, αn{2q ja y˚ P BX˚
nii, et ‖y˚‖ ą 1´ ε ja
x˚i ˘ y˚ P S pyi, αi{2q @i P t1, . . . , nu.
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Siis S pyi, αi{2q Ă Spxi, αiq. Tõepoolest, kui x˚ P Spyi, αi{2q, siis





Teoreem 3.2 ([HLLN, teoreem 5.6 (a)]). Kui pM,dq on tõkestamata meetriline ruum
ehk suptdpx, yq | x, y PMu “ 8, siis Banachi ruumil Lip0pMq on w˚-SSD2-omadus.
Tõestus. Olgu ε ą 0. Vaatleme Banachi ruumi Lip0pMq ühikkera w˚-viile S1, . . . , Sn, kus
Si “ Spµi, αiq ja µi P spanpMˆq. Näitame, et leiduvad f1 P S1, . . . , fn P Sn ja g P Lip0pMq
nii, et }g} ą 1´ ε ja
fi ˘ g P Si @i P t1, . . . , nu.
Valime esmalt h1 P S1, . . . , hn P Sn nii, et iga i P t1, . . . , nu korral hipµiq “ 1. Sel
juhul on muidugi }hi} “ 1. Iga µi puhul peame tõestuse lõpuni silmas mingit tema esitust
vektorruumis spanpMˆq kujul µi “
mÿ
j“1
ajδxj ja sel juhul tähistame supppµiq “ tx1, . . . , xmu.
Tähistame




Fikseerime vabalt 0 ă δ ă 1. Valime järgnevas teatud r, s, t ą 0. Esiteks, olgu r ą 0
selline, et N Ă Bp0, rq. Võtame s :“ 2r. Olgu t ą 0 selline, et δt ě 2s. Paneme tähele
kahte asjaolu, mida kasutame tõestuse hilisemas käigus:
1) iga x P Bp0, rq ja y PMzBp0, sq korral
dpx, 0q ď dpx, yq,
2) iga x P Bp0, sq ja y PMzBp0, tq korral
p1´ δq
´
dpx, 0q ` dpy, 0q
¯
ď dpx, yq.
Kuna M on tõkestamata, siis leidub u PMzBp0, t{δq.
Defineerime funktsioonid g˜ ja f˜1, . . . , f˜n,




$&%0, kui x P Bp0, tq,dpu, 0q ´ t, kui x “ u,
f˜ipxq “
$&%0, kui x PMzBp0, sq,hipxq, kui x P N.
Näitame, et 1´ δ ă }g˜}L ď 1 ja }f˜i}L ď 1. Esimese võrratuse jaoks paneme tähele, et
|g˜puq ´ g˜p0q| “ dpu, 0q ´ t ě dpu, 0q ´ δdpu, 0q “ p1´ δqdpu, 0q.
Võrratus }g˜}L ď 1 kehtib, sest x P Bp0, tq korral
|g˜pxq ´ g˜puq| “ dpu, 0q ´ t ď dpu, 0q ´ dpx, 0q ď dpx, uq.
Võrratuse }f˜i}L ď 1 jaoks paneme tähele, et x P N ja y PMzBp0, sq korral
|f˜ipxq ´ f˜ipyq| “ |hipxq ´ 0| “ |hipxq ´ hip0q| ď dpx, 0q ď dpx, yq.
Jätkame funktsioonid g˜ ja f˜1, . . . , f˜n Lipschitzi normi säilides kogu ruumileM . Kusjuures
tähistame saadud jätkusid edasi sümbolitega g˜ ja f˜1, . . . , f˜n. Paneme tähele, et }f˜i˘g˜}L ď
1{p1´ δq. Tõepoolest, selleks paneme tähele, et x P Bp0, sq ja y PMzBp0, tq korral
|pf˜i ˘ g˜qpxq ´ pf˜i ˘ g˜qpyq| ď |f˜ipxq ´ f˜ipyq| ` |g˜pxq ´ g˜pyq|
“ |f˜ipxq ´ f˜ip0q| ` |g˜p0q ´ g˜pyq|
ď dpx, 0q ` dp0, yq
ď 1
1´ δ .
Võtame g :“ p1´ δqg˜ ja f1 :“ p1´ δqf˜1, . . . , fn :“ p1´ δqf˜n. Siis on }g}L ą p1´ δq2 ja
µipfiq “ p1´ δqµipf˜iq “ p1´ δqµiphiq “ 1´ δ @i P t1, . . . , nu.
Kuna g|N “ 0, siis iga i P t1, . . . , nu korral on µipgiq “ 0, mistõttu µipfi ˘ gq “ µipfiq “
1´ δ.
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Täpsustame lõpetuseks δ valiku nii, et saadud g ja f1, . . . , fn oleksidki otsitavad. On
selge, et δ tuleb valida nii, et p1´ δq2 ě 1´ ε ja iga i P t1, . . . , nu korral 1´ δ ě 1´ αi.
Teoreem 3.3 ([HLLN, teoreem 5.6 (b)]). Kui M on meetriline ruum ja tema kuhjumis-
punktide hulk M 1 ei ole tühihulk, siis Banachi ruumil Lip0pMq on w˚-SSD2-omadus.
Tõestus. Olgu M selline meetriline ruum, et M 1 ‰ H. Näitame, et Banachi ruumil
Lip0pMq, kus 0 PM 1, on w˚-SSD2-omadus.
Olgu ε ą 0. Vaatleme Banachi ruumi Lip0pMq ühikkera w˚-viile S1, . . . , Sn, kus Si “
Spµi, αiq ja µi P spanpMˆq. Näitame, et leiduvad f1 P S1, . . . , fn P Sn ja g P Lip0pMq nii,
et }g} ą 1´ ε ja
fi ˘ g P Si @i P t1, . . . , nu.
Valime esmalt h1 P S1, . . . , hn P Sn nii, et iga i P t1, . . . , nu korral hipµiq “ 1. Sel
juhul on muidugi }hi} “ 1. Iga µi puhul peame tõestuse lõpuni silmas mingit tema esitust
vektorruumis spanpMˆq kujul µi “
mÿ
j“1
ajδxj ja sel juhul tähistame supppµiq “ tx1, . . . , xmu.
Tähistame




Fikseerime vabalt 0 ă δ ă 1. Valime järgnevas teatud r, s, t ą 0. Esiteks, olgu t “
dp0, Nzt0uq. Olgu r, s ą 0 sellised, et δt ě 2s ja δs ě 4r. Paneme tähele, et
1) x P Bp0, sq ja y P N korral dpx, 0q ď δdpx, yq:
δdpx, yq ě δpdpy, 0q ´ dpx, 0qq ě δpt´ sq ě 2s´ δs ą s ě dpx, 0q;
2) x P Bp0, rq ja y PMzBp0, sq korral p2` δqdpx, 0q ď δdpx, yq:
δdpx, yq ě δpdpy, 0q ´ dpx, 0qq ě δps´ rq ě 4r ´ δr ě 3r ą p2` δqr ě p2` δqdpx, 0q.
Valime u PMzt0u nii, et dpu, 0q ă r{2.
Defineerime funktsioonid g˜ ja f˜1, . . . , f˜n,




$&%0, kui x “ 0 või x PMzBp0, rq,dpu, 0q, kui x “ u,
f˜ipxq “
$&%0, kui x P Bp0, sq,hipxq, kui x P N.
Näitame, et }g˜}L “ 1 ja }f˜i}L ď 1` δ. Esimese jaoks paneme tähele, et x PMzBp0, rq
korral
|g˜pxq ´ g˜puq| “ dpu, 0q ă r{2 ă dpx, uq
ja muidugi on
|g˜puq ´ g˜p0q| “ dpu, 0q.
Teise jaoks paneme tähele, et x P Bp0, sq ja y P N ja korral
|f˜ipxq ´ f˜ipyq| “ |0´ hipyq| “ |hip0q ´ hipyq| ď dp0, yq ď dpx, yq ` dpx, 0q ď p1` δqdpx, yq.
Jätkame funktsioonid g˜ ja f˜1, . . . , f˜n Lipschitzi normi säilides kogu ruumileM . Kusjuures
tähistame saadud jätkusid edasi sümbolitega g˜ ja f˜1, . . . , f˜n. Paneme tähele, et }f˜i˘g˜}L ď
1` 2δ. Tõepoolest, selleks paneme tähele, et x P Bp0, rq ja y PMzBp0, sq korral
|pf˜i ˘ g˜qpxq ´ pf˜i ˘ g˜qpyq| ď |f˜ipxq ´ f˜ipyq| ` |g˜pxq ´ g˜pyq|
“ |0´ f˜ipyq| ` |g˜pxq ´ g˜pyq| “ |f˜ip0q ´ f˜ipyq| ` |g˜pxq ´ g˜p0q|
ď p1` δqdp0, yq ` dpx, 0q ď p1` δq
´
dpx, yq ` dpx, 0q
¯
` dpx, 0q
ď p1` 2δqdpx, yq.
Võtame g :“ 1{p1 ` 2δqg˜ ja f1 :“ 1{p1 ` 2δqf˜1, . . . , fn :“ 1{p1 ` 2δqf˜n. Siis on
}g}L ą 1{p1` 2δq ja
p1` 2δqµipfiq “ µipf˜iq “ µiphiq “ 1 @i P t1, . . . , nu.
Kuna g|N “ 0, siis iga i P t1, . . . , nu korral on µipgiq “ 0, mistõttu µipfi ˘ gq “ µipfiq “
1{p1` 2δq.
Täpsustame lõpetuseks δ valiku nii, et saadud g ja f1, . . . , fn oleksidki otsitavad. On
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selge, et δ tuleb valida nii, et 1{p1` 2δq ě 1´ ε ja 1{p1` 2δq ě 1´ αi iga i P t1, . . . , nu
korral.
Teoreem 3.4 ([HLLN, teoreem 5.6 (b)]). Olgu pM,dq selline meetriline ruum, et
inftdpx, yq | x, y P M, x ‰ yu “ 0, kuid M 1 “ ∅. Siis on Banachi ruumil Lip0pMq
w˚-SSD2-omadus.
Tõestus. Olgu ε ą 0. Vaatleme Banachi ruumi Lip0pMq ühikkera w˚-viile S1, . . . , Sn, kus
Si “ Spµi, αiq ja µi P spanpMˆq. Näitame, et leiduvad f1 P S1, . . . , fn P Sn ja g P Lip0pMq
nii, et }g} ą 1´ ε ja
fi ˘ g P Si @i P t1, . . . , nu.
Valime esmalt h1 P S1, . . . , hn P Sn nii, et iga i P t1, . . . , nu korral hipµiq “ 1. Sel
juhul on muidugi }hi} “ 1. Iga µi puhul peame tõestuse lõpuni silmas mingit tema esitust
vektorruumis spanpMˆq kujul µi “
mÿ
j“1
ajδxj ja sel juhul tähistame supppµiq “ tx1, . . . , xmu.
Tähistame




Fikseerime vabalt 0 ă δ ă 1. Valime järgnevas teatud r, s, t ą 0. Kuna N on lõplik hulk
ja kuna M 1 “ ∅, siis leidub t ą 0 nii, et Bpx, tq “ txu iga x P N korral. Valime r, s ą 0
nii, et δt ě 4s ja δs ě 4r.
Olgu x, y P M sellised, et dpx, yq ă r{2, kusjuures y R N . Defineerime kujutused
f˜1, . . . , f˜n ja h˜,
f˜i : Bpx, sq YN Ñ R, g˜ : tx, yu YMzBpx, rq Ñ R
seostega
f˜ipuq “
$&%hipuq, kui u P N,hipxq, kui u P Bpx, sq.
g˜puq “
$&%0, kui u “ x või u PMzBpx, rq,dpx, yq, kui u “ y.
Näitame, et f˜1, . . . , f˜n ja g˜ on Lipschitzi kujutused, kusjuures }f˜i}L ď 1 ` δ ja }g˜}L ď 1.
Normi }fi}L hinnangu saamiseks hindame u, v P Bpx, sqYN korral suurust |f˜ipuq´ f˜ipvq|.
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Piisab vaadelda kolme juhtu: 1) u, v P Bpx, sq, 2) u, v P N , 3) u P Bpx, sq ja v P N .
Esimesel juhul on |f˜ipuq ´ f˜ipvq| “ 0 ja teisel juhul saame }gi}L “ 1 tõttu
|f˜ipuq ´ f˜ipvq| “ |hipuq ´ hipvq| ď dpu, vq.
Kolmandal juhul saame
|f˜ipuq ´ f˜ipvq| “ |hipxq ´ hipvq| ď dpx, vq ď dpu, vq ` dpx, uq ď p1` δqdpu, vq,
sest
dpx, uq ď s ď δpt´ sq ď δ
´
dpu, vq ´ dpx, uq
¯
ď δdpu, vq.
Normi }g˜}L hinnangu saamiseks hindame u, v P tx, yu Y MzBpx, rq korral suurust
|g˜puq ´ g˜pvq|. Piisab vaadelda kahte juhtu 1) u “ x ja v “ y, 2) u P MzBpx, rq ja v “ y.
Esimesel juhul on |g˜puq ´ g˜pvq| “ dpu, vq. Teisel juhul saame
|g˜puq ´ g˜pvq| “ |dpx, yq ´ 0| “ dpx, yq ă r{2 “ r ´ r{2 ď dpu, xq ´ dpx, vq ď dpu, vq.
Jätkame kujutused f˜1, . . . , f˜n ja g˜ Lipschitzi normi säilitavalt kogu meetrilisele ruumile
M , kusjuures tähistame saadud jätkusid edasi vastavalt f˜1, . . . , f˜n ja g˜. Paneme tähele,
et iga i P t1, . . . , nu korral
}f˜i ˘ g˜}L ď 1` 2δ.
Tõepoolest, hindame u, v P M korral suurust |pf˜i ˘ g˜qpuq ´ pf˜i ˘ g˜qpvq|. Piisab vaadelda
kolme juhtu: 1) u, v P Bpx, sq, 2) u, v R Bpx, rq, 3) u P Bpx, rq ja v R Bpx, sq. Esimesel
juhul on
|pf˜i ˘ g˜qpuq ´ pf˜i ˘ g˜qpvq| “ |g˜puq ´ g˜pvq| ď dpu, vq.
Teisel juhul on
|pf˜i ˘ g˜qpuq ´ pf˜i ˘ g˜qpvq| “ |f˜ipuq ´ f˜ipvq| ď p1` δqdpu, vq.
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Kolmandal juhul saame
|pf˜i ˘ g˜qpuq ´ pf˜i ˘ g˜qpvq| “ |f˜ipxq ˘ h˜puq ´ f˜ipvq ¯ 0|
ď |f˜ipxq ´ f˜ipvq| ` |h˜puq ´ h˜pxq|
ď p1` δqdpx, vq ` dpu, xq
ď p1` δq`dpu, vq ` dpu, xq˘` dpu, xq
“ p1` δqdpu, vq ` p2` δqdpu, xq
ď p1` 2δqdpu, vq,
sest
p2` δqdpu, xq ď p2` δqr ď δps´ rq ď δ`dpx, vq ´ dpu, xq˘ ď δdpu, vq.
Võtame
f1 “ 1
1` 2δ f˜1, . . . , fn “
1
1` 2δ f˜n ja g “
1
1` 2δ g˜.
Siis on ilmselt }fi}L ď 1 ja }fi ˘ g}L ď 1. Veel paneme tähele, et
µipfiq “ 1
1` 2δ ą 1´ αi
ja kuna g|N “ 0, siis µipfi ˘ gq “ µipfiq ą 1 ´ αi. Järelikult on fi P Si ja fi ˘ g P Si.
Seejuures on }g} “ 1{p1` 2δq ą 1´ ε.
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